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Une Condition Necessaire et Suffisante de Plongeahilite pour les
Treillis Semi-modulaires
NICOLAS PERCSY
We prove a necessary and sufficient condition for a " non-degenerate" semimodular lattice of
rank ;;.5 to be isometrically embeddable in a generalized projective space. The condition
essentially requires that all intervals [p, 1], above a point p, are isometrically embeddable in such
a way that their embeddings are compatible along lines and planes. The result holds, in particular,
for geometric latt ices, and thus provides a condition for a matroid to be linear .
1. INTRODUCTION
Parmi les resultats relatifs au plongement d'un treillis geometrique dans un espace
projectif, les travaux de Kantor [2,3] (resumes dans [4]) sont des plus profonds. Le
theoreme principal de [2], bien que tres proche de celui de [3], en differe ala fois par la
portee et la methode de demonstration.
Notre but premier fut de generaliser ces deux theoremes, en les unifiant tant dans leur
forme que dans leur preuve. Le resultat (Theoreme 3.1) auquel nous avons abouti va plus
loin : it presente une condition necessaire et suffisante pour qu'un treillis semi-modulaire
de rang" superieur ou egal a 5 (verifiant une hypothese de non degenerescence) soit
plongeable dans un espace projectif. Ce resultat s'applique en particulier aux treillis
geometriques; it fournit done une methode pour verifier si un rnatroide est lineaire.
Les plongements, que nous definissons a la Section 2, sont isornetriques au sens de
Kantor [3]: it s'agit d 'injections d'un treillis dans le treillis des varietes lineaires d'un espace
projectif generalise, qui preservent la relation d'ordre et la dimension.
La condition necessaire et suffisante comprend deux axiomes (L) et (C). Le premier (L)
est l'une des deux hypotheses fondamentales des theoremes de Kantor, a savoir: le treillis
est localement plongeable ou, plus precisernent, tout intervalle [p, 1], ou p est un point,
admet un plongement (dans un espace projectif generalise). L'axiome (C) s'ecarte des
secondes hypotheses de Kantor [2] et [3], qui impliquent une propriete d'unicite des
plongements locaux. Elle exige que ces plongements locaux soient compatibles lorsque le
point p parcourt une droite ou un plan. C'est cette hypothese qui permet d'obtenir une
condition de plongeabilite a la fois necessaire et suffisante.
Tout comme Kantor [2,3] ou Maurer [5], nous basons notre demonstration sur la
propriete suivante (Kantor [2, Section 3], Wille [8], voir Lemme 3.5 ci-dessous): tout
treillis geometrique, de rang ~5 , localement projectif est plongeable (localement projectif
signifiant que tout intervalle [p, 1], ou p est un point, est un espace projectif). Le point
crucial consiste done a prouver qu 'un treillis G verifiant les axiomes (L) et (C) mentionnes
ci-dessus, peut etre plonge dans un treillis localement projectif. D'apres (L), tout intervalle
[p, 1] de G, ou p est un point, est plongeable dans un espace projectif P (p) ( qui depend de
p) . Le role de (C) est de permettre de " recoller localement" ces espaces P(p). En fait, ceci
peut etre realise dans un cadre plus general que celui des treillis serni-modulaires et des
espaces projectifs (voir Percsy [7, Theorem 4.1]).
Les applications du theoreme principal, et notamment les generalisations de [2] et [3]
auxquelles il conduit, seront publiees separernent.
* Le rang est defini, comme en theorie des matroides, de telle sorte que les points et les droites soient
respecti vement de rang 1 et 2.
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2. DEFINITIONS
2.1. GEOMETRIES. Nous appelons geometrie tout treillis G possedant un minimum
oet un maximum 1 qui verifie les axiomes suivants:
(F) pour tout element V E G, distinct de 1, toute chaine de G de minimum 0 et de
maximum Vest finie ;
(G) le treillis G est semi-modulaire superieurement, ce qui signifie que pour tout X, Y E G,
si X couvre X /\ Yet siX~ Y, alors X v Y couvre Y.
Les elements d'une geometric G seront appeles ses oarietes. Deux varietes X, Y sont
incidentes si X;;;s You Y ~X. L'axiome (G) permet de definir Ie rang (ou la dimension)
d'une variete de la maniere bien connue suivante: le rang Po(V) de V E G est Ie cardinal
d'une chaine maximale de minimum 0 et de maximum V, diminue d'une unite. Les
varietes de rang 1, 2 ou 3 sont appelees, respectivement, points, droites et plans. Le rang
p(G) de la geometrie G est, par definition, Po(I). En vertu de (F), toute variete non
maximale est de rang fini. Par contre, la geometric peut etre de rang infini denombrable:
dans ce cas, toutes les chaines maximales sont infinies denombrables.*
Pour tout V E G\{I}, l'intervalle [V, 1] est encore une geometric; il est appele geometrie
residuelle ou locale en V et note Gv.
2.2. GEOMETRIES PROJECTIVES. Le concept suivant est une generalisation bien
connue des espaces projectifs classiques. Un espace projectif generalise est un ensemble P
de points, muni de parties distinguees appelees droites, tel que les axiomes suivants soient
verifies:
(PI) toute paire de points (dis tincts) est contenue dans une et une seule droite ;
(P2) toute droite contient au moins deux points;
(P3) si A, B, C sont des droites qui se rencontrent, deux adeux, en des points dis tincts, et
si D est une droite rencontrant A et B en des points dis tincts, alors D rencontre C en
un point.
Un sous-espace de P est un sous-ensemble S tel que toute droite rencontrant S en au
moins deux points est contenue dans S.
L'ensemble des sous-espaces d'un espace projectif generalise P, muni de l'inclusion,
est un treillis modulaire. II en resulte que, pour tout cardinal denombrable m '" 0,
l'ensemble forme par les sous-espaces de P de rang (fini) strictement inferieur a m,
auxquels on adjoint P, constitue une geometric de rang m. Toute geometric ainsi obtenue
sera appelee geometrie projective.
2.3. PLONGEMENTS. Un plongement isometrique (Kantor [3]), ou plus brievement
plongement, d'une geometric G dans une geometric H, est une application e: G ~H
verifiant les conditions suivantes:
(11) pour tout V, WE G, V:,;;; W dans G~ Vii:,;;; W li dans H;
(12) pour tout X E G\{I}, Po (X) = PH(X Ii ) ;
(13) Iii = 1.
Clairement, les plongements sont des injections. On peut montrer (Percsy [6]) qu'ils
satisfont en outre la propriete suivante:
(14) pour toute famille {XiliEI} d'elements de G, si ViE1Xi est different de 1, alors(V iEIXJ Ii = ViEIXf.
Nous utiliserons implicitement les proprietes immediates suivantes:
(i) Toute composee de plongements est un plongement.
* On prouve aisement, par induction sur n, que s'il existe une chaine maximale de longueur finie n, toutes
les chaines maximales sont finies et de longueur n. Le raisonnement est analogue acelui utilise dans Ie cas des
treillis semi-modulaires de rang fini (voir par example Aigner [1, Lemma 2.26, p. 47]).
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(ii) Si (J: G ~ H est un plongement, pour tout V E G\{l}, la restriction de (J aGo est un
plongement de G » dans H v·.
Une geometric G est dite plongeable s'il existe une geometric projective P et un
plongement (J: G ~ P. Le treillis des fermes ("flats ") d'un matroide est une geometric.
Celle-ci est plongeable des que le rnatroide est Iineaire; la reciproque est vraie sous
certaines conditions, notamment lorsque le matroide est simple.
3. THEOREME DE PLONGEABILITE
3.1. THEOREME. Soit une geometrie G, de rang n ~ 5, dont aucune oariete, distincte
du maximum 1, n'est incidente atous les points ; G est plongeable si et seulement si elle
satisfait les conditions (L) et (C) qui suivent.
(L) II existe une fonction qui associe, atout point p de G, un couple (P(p), p), ou P(p)
est une geometrie projective de rang n -1 et pun plongement de Gpdans pep).
(C) II existe une fonction qui associe, a toute paire de points distincts p, q de G, un
isomorphisme Upq de Pi p )p(p vq ) sur P (q)q(pvqh tel que les hypotheses suivantes soient
verifiees pour tout triple de points dis tincts a, b, c de G:
(Cl) les applications Uab 0 aet 6coincident sur l'ensemble Gavb;
(C2) Uab =u/;;;
(C3) Ubc 0 Uab et Uac coincident sur P(a)d (a vbvc).
En outre, sous les hypotheses (L) et (C), it existe une geometrie projective P de rang n et un
plongement (J de G dans P oerifiant la condition suivante :
(T) pour tout point p de G, it existe un isomorphisme Up entre P (p) et P(J (p ) tel que Up 0 P
coincide avec (J sur Gpo
3.2. REMARQUE. Ce theoreme est valable, en particulier, pour les treillis
geometriques. On peut done l'utiliser pour verifier si un matroide est lineaire en
l'appliquant au treillis des ferrnes de ce matroide.
3.3. REMARQUE. L'interet de (T) est le suivant: si ron connait certaines proprietes
des geometries Pcp) intervenant dans (L), on peut souvent montrer, grace a (T), que la
geometric P jouit aussi de ces proprietes. Ainsi, lorsque les Pcp) sont finies (ou lorsque
rune d'entre elles est finie), P l'est egalement. De merne, si au moins deux des Pt p) sont
des espaces projectifs arguesiens, ce qui est vrai des que les droites ont au moins trois points,
P est un espace projectif de dimension m (finie ou non) sur un corps K; dans ce cas, tous
les P(p) doivent etre des espaces projectifs de dimension m -1 sur K .
3.4. DEMONSTRATION DU THEOREME. Supposons que G verifie les conditions (L)
et (C). D'apres Percsy [7, Theorem 4.1], il existe une geometric E de rang n et un
plongement 1/ de G dans E tels que:
(1) tout point de E est I'image par 1/ d'un point de G ;
(2) pour tout point p de G, il existe un isomorphisme Tp de Pcp) sur E,., (p ) tel que Tp 0 P
et 1/ coincident sur Gp•
La geometric E etant " Iocalement projective", nous pouvons lui appliquer Ie lemme
suivant.
3.5. LEMME (KANTOR [2, Section 3]).* Soit une geometrie E, de rang n ~5 (fini ou
non) satisfaisant les proprietes suivantes.
* Ce resultat est preuve implicitement dans Maurer [5]; il apparait explicitement dans Wille [8] (dans Ie cas
des treillis geometriques), Notons que l'enonce de Kantor [2] est un peu plus general : la condition de
semi-modularite (voir 2.1(G)) n'est pas exigee pour des plans X, Y, lorsque X II Y est une droite incidente aun
seul point ([2, Section 3, Axiom E3]).
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(Kl) Pour tout point p, E pest une geometrieprojective.
(K2) Aucune variiti non maximale n'est incidente atous les points.
II existe une geometrie projective P de rang n et un plongement e de E dans P tels que la
restriction de e aEpest un isomorphisme entre Epet PE(pJo pour tout point pEE.
3.6. DEMONSTRATION DULEMME. Cet enonce n'apparait pas tel quel dans [2], mais
il peut s'endeduire de la maniere suivante. La geometric E', formee par les varietes de
E de rang ";;;4, satisfait clairement les axiomes (El) a (E5) de la Section 3 de [2]. Elle
verifie egalement la condition suivante, implicitement utilisee par Kantor [2, (I) p. 177],
et qui ne semble pas decouler des autres axiomes: si une droite et un plan (ou un
3-espace) sont incidents adeux memes points, alors ils sont incidents. L' "embedding
lemma" de Kantor permet done d'affirmer qu 'il existe un plongement e' de E' dans une
geometric projective P' de rang cinq, obtenue apartir d'un espace projectif generalise
Q (selon 2.2). Ce plongement satisfait en outre la propriete suivante: pour tout point
pEE', les droites et plans de P', incidents a e'(p), sont image, par e', d'une droite ou
d'un plan de E'. Compte tenu de (Kl), on en deduit la propriete ci-dessous:
(3) la restriction de e' aE~ est un isomorphisme entre les geometries projectives E~
et P~'(p).
Definissons un plongement e de E dans la geometric projective P des varietes de Q de
rang <no Soit V EE\{l}. Sipe(V)";;;4, posons e(V) = e'(V). SipE(V»4, considerons un
point v incident a V; d'apres (Kl), il existe une famille {Xi: i E I} de droites incidentes a
v telles que V;elXi= V; posons e(V)=Viele'(X;). L'image e(V) ainsi construite ne
depend pas du point v choisi. En effet, soit un point w, distinct de v, incident aV. Dans
la geometric projective Evvw (voir (Kll), il existe une famille {Yj:jEJ} de points
(c'est-a-dire de plans de E incidents av v w) tels que V j eJ lj = V. Des lors, Viele'(X;) =
VjeJ e'( lj) en vertu de (3), ce qui prouve que e est bien definie, Grace a (3), on montre
aisement que e est un plongement verifiant la these du lemme.
3.7. SUITE ET FIN DE LA DEMONSTRATION DE 3.1. La composee fJ = eo T/ des
plongements T/ et e obtenus en 3.4 et 3.5 est un plongement de G dans la geometric
projective P. En outre, d'apres (2) et 3.5, l'application Up =eo T", definie en chaque point
pEG, est l'isomorphisme requis dans la condition (T) de 3.1.
II reste aprouver que les conditions (L) et (C) sont necessaires, Soit G une geometric
plongee dans une geometric projective P via fJ. On peut supposer, sans nuire a la
generalite, que G et Pont meme rang. Pour tout point pEG, posons P(p) =PIJ(p), et
designons par pia restriction de fJ aGp• Si p, q E G sont des points distincts, les geometries
P(p)p(pvq) et P(q)q(pvq) coincident avec PIJ(pvq); soit upq l'application identique sur cette
derniere geometric. Les conditions (L) et (C) se verifient immediatement, ce qui acheve
la demonstration de 3.1.
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